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OZETCE

Bu makalede b = Az + n seklinde giiriiltiilii A’nin tam rank
ve x’in seyrek oldugu dogrusal bir denklem sistemi icin seyrek
x sinyallerini dogru olarak geri olusturmaya yonelik yeni bir
yontem sunulmustur. Onerilen yontem kullanilan veri sinirini
belirleyen || Ax — bl|2 = e ellipsoidinin genisletilirken sirayla
eksenlerin sifirlanmasina dayanan yinelemeli bir yontemdir.
Seyrek sinyal olusturma alanminda yinelemeli ve {1 norm min-
imizasyon tabanli standard yontemlere gore benzer problem-
lerde daha yiiksek bagarum gosteren metot, eksik belirtilmis sis-
temlerde standard metotlarin olusturmasi gereken seyreklik se-
viyesini de yumusatmaktadir.

ABSTRACT

In this work a novel method for reconstructing sparse x in a
noisy full rank linear system such as b = Ax + n is devel-
oped. The proposed method depends on enlarging the ellipsiod
defined by the data constraint || Az — b||2 = € and iteratively re-
setting the axes where the signal is zero. The proposed method
has a higher reconstruction performance compared to standard
iterative and /1 norm minimization based sparse recovery meth-
ods. Also our method relaxes the sparsity level constraint to be
reconstructed by the standard methods for an underdetermined
system.

1. GIRIiS
Giinlik hayatta kullanilan bircok sinyalin genellikle bir ta-
banda seyrek veya sikigtirilabilir olarak ifade edilebiliyor
olmas1 seyrek sinyal geri olusturma yontemlerine olan il-
giyi son yillarda ozellikle artirmaktadir.  Seyrek sinyaller
icin sinyal igleme teknikleri radardan tibbi goriintiilemeye,
video islemeden haberlesmeye, sensor aglarina kadar bir¢ok
alanda siklikla kullanilmaktadir [1-3]. Son yillarda sinyal
isleme acisindan iizerine yogunlasilan konulardan sikistirilmig
algilama (CS - compressive sensing) [4, 5] da seyreklik bil-
gisinin geri olusturmada kullanilan O6l¢iim sayisina etkisini
ortaya koymus ve NN boyutlu K-seyrek bir sinyalin M =
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O(K log N) dogrusal dl¢iim kullanilarak ve ¢; norm mini-
mizasyon tabanli bir optimizasyon probleminin ¢6ziimii olarak
elde edilebilecegini ortaya koymustur. CS ve ondan daha
sonra gelistirilen cogunlukla yinelemeli yontemler [6-8] seyrek
sinyalleri daha az ol¢iim kullanarak farkli basarimlarla geri
olusturma ¢aligmalarinda bulunmuglardir.

Bu ¢alismada b = Az + n seklinde giiriiltiili dogrusal bir
denklem sisteminde A € R™*™ m > n ve tam rank bir
matris oldugu durumda ||Axz — b||2 < er veri sinirlamasini
saglayan en seyrek z sinyalini bulma problemi i¢in bir ¢6ziim
yolu sunulmugtur. A matrisi tam rank oldugu i¢in matris tersi
veya en kiiciik kareler kullanilarak bazi ¢oziimlere ulagilabilir
ancak bu ¢oziimlerin giirtiltiili durumlarda seyrek c¢oztimler
olmayacaktir.  Elbette seyrek sinyal olusturma yontemleri
bu probleme uygulanabilir ve sonuglar kisminda gosterilen
basarimlarla calismaktadirlar. Onerilen yontemin CS tabanl
yontemlere gore degisik giiriiltii seviyelerinde ve A matrisinin
kisith isometri 6zelligini bozan durumlarda dahi farkli basar
kriterlerine gore yiiksek basarim elde ettigi gozlenmistir. Bu
bakimdan 6nerilen yontem eksik belirtilmis sistemlerde seyrek-
lik sartin1 yumusatacak bir basamak olarak kullanilabilir. Soyle
ki; CS tabanli yontemler sinyalin sifirdan farkl oldugu K ek-
seni belirlemek yerine bundan ¢ok daha kolay bir problem olan
bu K eksenin iginde olacagt M > K eksen secebilirler.

Bolim 2’de oOnerilen ellipsoid genisletme ydntemi
aciklanmigtir. Basarim sonuglar1 ve simiilasyon testleri Bolim
3’de sunulmustur. Cikarimlar Boliim 4’de bulunabilir.

2. ELLIPSOID GENISLETME

Giirtiltiilii dogrusal bir denklem sistemi, b = Ax+n, ele alalim.
Burda A € R™*”, tam rank ve m > n olsun. Bdyle bir sis-
temde seyrek sinyal geri olusturma probleminde ulasilmak iste-
nen ¢ozim

2 =argmin|z|lo st |JAz —bll2 <er (1)

fo norm minimizasyonudur. Kombinatorik bir ¢6ziim gerek-
tiren (1) verilen data sinirlamasini saglayan en seyrek x
coziimiine ulasmak istemektedir. Ilk olarak veri smirlamasi
||Az — b||3 = €% bir ellipsoid tamimlamaktadir. Diyelim ki
kiigiik bir € igin ||Az — b||3 = € tarafindan tammlanan el-
lipsoid tizerindeki noktalar biitiin koordinat eksenlerinden uzak
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Figure 1: Iki boyutta 6rnek bir durum

olsun. e olabildigince kiigiiltiilerek bu her zaman saglanabilir.
e arttirildiginda da ellipsoidin ylizeyinin bir eksene degdigi bir
e degeri olacaktir. Hedef bu € degerini ve bu degmenin oldugu
noktadaki yiizey normalini bularak sirasiyla sifirlanacak eksen-
leri belirlemektir.

Ik olarak ellipsoidi tamimlayahm. A matrisini SVD
aynisimiyla A = UXV7T olarak ve buna bagli olarak da b
vektoriini b = UUTH + UU"b olarak yazabiliriz. Bu
durumda ||Az — b||3 = €* ile tanimlanan ellipsoid (2) ile
gosterilebilir.

|USV Tz —UUTh — ULULTb|% = €

IZVTz - BI” + U+ "b|? = € @)
IZV7 e = BI* = & — JUTb|* = ¢
Denklem (2)’de 32 = UTb olarak tammlanmistir. Bu

tanimlamalarin yaninda x noktasindaki ellipsoidin yiizey gra-
dienti g(z) = VX(2VTz — B) ve ellipsoidin merkezi z. =
V'¥~1 3 olarak bulunabilir.

Iki boyutta drnek bir durumun gosterildigi Sekil 1°de e; i.
koordinat ekseni i¢in birim vektorii gostermektedir. Ellipsoid p;
noktasi yiizey normali e; olan yiizeye dokundugunda i. eksene
degmis olacaktir. Bu durumda ellpsoidin p; noktasindaki yiizey
normali e; birim vektor dogrulusunda olmalidir. Yani dokun-
manin gerceklestigi p; noktasindaki gradient

g(pi) = —Xisgn(zci)e; i >0 3)

olarak verilebilir. Bu nedenle ellipsoidin eksenlere dokunacagi
p; noktalar1 (4) ve (5) ile verilen iligkileri saglayan c¢oziimler
olarak bulunabilir.

9(p) = —Aisgn(ei)es = VI(SV pi — B) )
1=V =Bl = e (5)

Denklem (4) kullanilarak EVTpi - B =
—Nisgn(ze,)X"'VTe; olarak yazilabili. ~ Bu denklem

(5)’de yerine koyulursa
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e p _
M= VTG ©
N
g(pz) = ”EilVTeiHel (7

elde edilir. Bu sonuclar (4) ile birlikte kullanilirsa p; noktasi

pi = (VE2VT)71( Sgn(ﬂcc,i)ez‘| & + VEB) 8)

=V Te

olarak bulunmaktadir. Denklem (8) kisaca p; = g€, +7; olarak
yazilabilir. Bu durumda g; ve 7;

1 sgn(xe,i)e;
571V Te|
r = (VSVH) 'V =VE '8 = .

g =—(vx*vTh)

olarak elde edilmektedir. Kisaca p; = g¢;e, + . olarak
ifade edilebilir. Bu aday degme noktasinin koordinat yiizeyine
uzaklhigini p; ; ile gosterirsek bu uzaklik p; yiizeye degdiginde
sifir olmalidir.  Bu durumda p;’mn <. koordinat ylizeyine
degmesini saglayacak €, degeri

et ©)
Qi

olarak bulunacaktir. Dolayisiyla ellipsoidin ilk olarak bir koor-

dinat eksenine degmesine neden olacak €, degeri

Dii =0 =qii€p +Tci = €pi = —

€, =minep; (10)
olacakti. ~ Bu sekilde ellipsoidin ilk kesecegi i* ekseni
stfirlayip, yani i*. siitunu A matrisinden ¢ikartarak ve ilk olarak
tanimlanan veri sinirlamasi saglanana kadar benzer islemleri
tekrarlayarak devam edilir. Coziim en son sinyal destegine en
kiiciik kareler uygulanarak elde edilir.

2.1. Tartisma

Coziilmesi hedeflenen ve (1)’de tanimlanan ¢y, norm min-
imizasyonu sinyalin sifirdan farkli oldugu eksenleri N!
eksen sifirlama kombinasyonunu deneyerek elde etmeye
caligmaktadir. Onerilen yontem ise eksenleri sifirlama sirasi
icin bir algoritma sunmaktadir. Tanimlanan sekil bir ellipsoid
yerine kiire olsaydi, yani A’min singular degerleri esit oldugu
durumda onerilen metot her durumda veri sinirlamasi icinde
en seyrek c¢oziimii elde edecektir. A’min singular degerleri
arasindaki fark arttikca veri sinirlamasi daha basik bir ellip-
soid halini almaktadir ve sonuglar boliimiinde farkli giiriiltii
ve basiklik degerleri i¢in Onerilen yontemin basarimi standard
metotlara gore karsilagtirmali olarak verilmistir.

Algoritmay1 kolaylagtiracak onemli bir nokta da sinyal
desteginde oldugu kesin olan eksenlerin ellipsoide dokunma
icin aranmamasidir. Eger €,; > er ise ¢. eksen zaten veri
sinirlamasinda tanimlanan en genis ellipsoidin diginda kalmak-
tadir; dolayisiyla sinyal desteginin i¢inde yer alacaktir.



2011 IEEE 19th Signal Processing and Communications Applications Conference (SIU 2011)

3. BASARIM SONUCLARI

Bu kisimda ellipsoid genisletme (EG) yontemi, sikistirilmig
algilama (CS) ve en kiiciik kareler (LS) yontemi ile degisik
durum ve kriterlerle karsilagtirilmistir. Bunun igin N = 40
boyutunda ve K = 20 seyreklik seviyesindeki rastgele £1
degerlerine sahip bir sinyal M = 40 = N ol¢iim kul-
lanilarak test edilen yontemlerle geri olusturulmustur. CS’in
kisith isometri 6zelligi [5,9] saglanmast amaciyla A 6l¢tim ma-
trisinin singular degerleri (1 — 6,1 + §) arasinda § = 0.4
olacak sekilde rastgele seg¢ilmistir. Bu durumdaki 6l¢iimlere
SNR degerleri (—10,20) dB arasinda degisecek sekilde beyaz
gauss giiriiltiisti (WGN) eklenmistir. Her bir SNR degeri icin
yukarida bahsedilen test prosediirii 100 kere rastgele sinyal,
giiriiltii ve A matrisleri segilerek tekrarlanmugtir. Sekil 2 (a) 100
denemenin kaginda olusturulan sinyalin seyreklik seviyesinin
gercek seyreklik seviyesine gore kiiciik veya esit oldugunu
gostermektedir.

()

Figure 2: EG, LS ve CS metotlari i¢in (a) seyreklik seviyesinin
dogru seviyeden kiiciik esit olma sayisi, (b) dogru sinyal
destegini bulma sayisi, (c) ortalama geri olusturma hatasinin
normu

Seyreklik seviyesinin belirlenmesi i¢in olusturulan || >
7 = 0.05 kriteri kullanilmistir. Bu durumda 6nerilen EG
metodunun test edilen tiim SNR degerleri icin olusturdugu
sinyalin seyrek oldugu gozlenmektedir. LS seyrek bir sinyal
olusturmazken seyrek bir sinyal olusturmasi beklenen CS’in
de bazi SNR degerlerinde dogru seyreklik seviyesinden fazla
sinyal destegi olusturdugu gozlenmektedir. Metotlarin bu den-
emelerde kag¢ kere sinyalin dogru destegini bulduklari ise Sekil
2(b)’de sunulmustur. Onerilen EG metodunun bu bakimdan da
CS ve LS’e gore basarili oldugu gozlenmektedir. EG yontemi
5dB SNR degerinden sonra sinyal destegini tam olarak dogru
bulmaya baglarken CS destegi dogru bulabilmek i¢in 15dB
SNR gerektirmektedir. LS metodu ise sinyal destegini denenen
SNR degerlerinde dogru olarak bulamamaktadir. Olusturulan
sinyaller ile dogru sinyal arasindaki hatanin /> normunun or-
talamasi ise Sekil 2(c)’de gosterilmektedir. Sinyal desteginin
dogru olarak bulundugu 5dB ve daha yiliksek SNR degerlerinde
EG’nin ortalama hatasinin CS ve LS’e gore daha diisiik oldugu
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goriiliirken sinyal desteginin tiim metotlar tarafindan yanlis bu-
lundugu diisiik SNR degerlerinde ise CS’in EG ve LS’e gore
daha diisiik ortalama geri olusturma hatasina sahip oldugu
goriilmektedir.

3.1. EG Tablosu

EG metodu eksenlerin ellipsoidin sirayla ilk degdigi ekseni
stfirlama fikrini kullanan bir yontemdir. Bu sifirlama sirast N!
kombinasyonlardan bir tanesidir. Ellipsoid genigletmenin eksen
siralamasina olan iligkisini incelemek ve farkli kriterlere gore
¢oziim tretebilecek Sekil 3°da gosterilen bir sonug tablosu or-
taya cikartlmigtir.

Figure 3: EG Tablosu ve veri sinirlamasi

Tabloda satir boyunca asagi inildik¢ce yeni bir eksen
EG yontemi kullanilarak sifirlanmaktadir.  Birinci satirda
her bir siitun icin sirastyla 1,2,..N eksenleri sifirlanmistir.
Tablodaki her bir hiicre sifirlanmayan eksenlerden olusan
destege en kiiciik kareler uygulanarak elde edilen ¢oziimleri
barindirmaktadir. Sekil 3 bu sekilde elde edilen her bir ¢oziime
karsilik gelen /2 norm hatalart gostermektedir. Bu ornekte
SNR 12 dB olarak kullanilmustir. Sekil tizerindeki siyah cizgi
ise veri sinirlamasi tarafindan belirlenen sinir1 gostermektedir.
Tablo veri sinirlamasini saglayan ¢oziimlerin iginden en seyrek
olan1 se¢mek icin veya herhangi bir seyreklik seviyesinde en
kiiciik hatay1 veren ¢6ziimii bulmak i¢in rahatlikla kullanilabilir.
Bunun icin N tane EG islemi kadar hesaplama karmasiklig
gerekmektedir.

3.2. Karsilastirmali Sonuclar

Sikistirtlmig algilama sonuglariyla onerilen ellips genigletme
metodunu  karsilastirmak i¢in  bir benzetim  caligmasi
yapilmigti. N = 40 oldugu bir durumda her seferinde
ratgele K = 20 seyreklik seviyesindeki +1 degerlerinden
olusan sinyaller M = 40 ol¢iim alinarak degisik metotlarla
geri olusturulmustur. Olgiimler y = Az + n seklinde giiriiltiili
dogrusal bir sistemle olusturulmustur. CS’in bagarimi i¢in
gerekli ozelliklerden biri olan kisith isometri 6zelliginin farkli
d degerlerinde ((1 — d)[|z|l2 < ||z[|2 < (1 = §)||z||2) ve farkhi
SNR degerlerinde bagimsiz 100 deneme gerceklestirilmistir.
Sonuglar Sekil 4’de gosterilmektedir.

Sekil 4 CS, ellips genisletme ¢oziimleriyle ve EG tablo-
sundan elde edilen en seyrek ¢oziim ve dogru seyreklikteki
en diisiik hata normuna sahip ¢oziimleri kargilastirmaktadir.
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Figure 4: Sirasiyla EG,CS ve EG tablosundan elde edilen en seyrek ve dogru seyreklikteki en diisiik hataya sahip ¢oziimlerin a-d:
ortalama geri olusturma hatalari, e-h: veri sinirlamasini saglayan ve dogru seyreklikten kiiciik veya esit seyreklie sahip ¢oziimlerin

orani.

Sekil 4 a-d yontemlerin farkli 6 ve SNR degerlerindeki or-
talama geri olusturma hatalarin1 gostermektedir. Sekil 4 e-h
ise yontemlerin elde ettigi sonug¢larin hangi oranda hem ver-
ilen data sinirlamasina uydugunu hem de olusturulan sonu-
cun seyreklik seviyesinin dogru seyreklik sayisindan kiiciik
veya esit olduguna bakmaktadir. Burda ellips genisletme ta-
banli yontemlerde destek kiimesi tam olarak zaten verilirken
CS sonucunun seyreklik seviyesini bulmak igin ¢6ziimiin mut-
lak degerinin 0.05 gibi bir esikten yiiksek olan eksenleri
kullanilmigtir.  Sonuglar EG tabanli yontemlerin farkli SNR
ve ¢ degerlerinde dogru seyreklik seviyesinden kiiciik veya
ona esit seyreklikte ve veri sinirlamasini saglayan ¢oziimler
drettigini gosterirken CS sonucu gergek seyreklikten daha
yiiksek sifirdan farkli degerler igeren sonuglar tiretmektedir. Bu
EG tabanli yontemlerin ¢, norm sonucuna daha yakin sonuglar
irtettigini gostermektedir.  Bunun yaninda sadece EG’ye
bakildiginda tablodan elde edilen sonuglara gore ozellikle
ellpsin basikliginin yiiksek oldugu yiiksek ¢ degerlerinde ¢ok
az da olsa dogru seyreklik seviyesinden yiiksek seyreklige
sahip ¢oziimlerin iiretildigi goriilmektedir. Bu bakimdan tablo-
dan elde edilen en seyrek c¢oziim biiyiik bir fark olmamakla
beraber sadece EG uygulamaya gore daha basarili oldugu
goriilmektedir.

4. CIKARIMLAR

Bu ¢aligmada tam rank dogrusal bir denklem sistemi i¢in seyrek
z sinyallerini dogru olarak geriolusturmaya ydnelik Onerilen
yontem kullanilan veri simirini belirleyen ||[Az — bl|2 = e
ellipsoidinin genisletilirken sirayla eksenlerin sifirlanmasina
dayanan yinelemeli bir metotdur. Sonuglar seyrek sinyal
olusturma alaninda yinelemeli ve ¢; norm minimizasyon tabanlt
standard yontemlere gore benzer problemlerde daha yiiksek
bagarim elde edildigini gostermektedir.
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