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(")zetge

Dogrusal olmayan sistemlere giiriiltii eklemek sistemin per-
formansimi  artirabilmektedir. Ek  giiriiltiiniin - faydalar,
nicemlenmis gozlemlere dayali parametre kestirim problem-
lerinde de goriilmektedir. Bu ¢alismamin amact, bu tarz prob-
lemlerde gozlemlere nicemlenmeden once eklenilmesi gereken
optimal giiriiltiiniin ortalama Fisher bilgisi olciitiine gore
olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmaknr. Ik olarak optimal
giiriiltiintin olasilik yogunluk fonksiyonu, ortalama Fisher bil-
gisi optimizasyonu problemi cinsinden ifade edilmigtir. Daha
sonra, optimal ek “giiriiltii”’niin sabit bir sinyal olarak ifade
edilebilecegi kamitlanmugtir. En biiyiik ortalama Fisher bilgisini
elde etmek icin ek sinyal seviyelerinin rastgelelestirilmesinin
gerek olmadig anlamina gelen bu sonug, iki ayri sayisal ornek
ile desteklenmigtir.

Abstract

Adding noise to nonlinear systems can enhance their perfor-
mance. Additive noise benefits are observed also in parame-
ter estimation problems based on quantized observations. In
this study, the purpose is to find the optimal probability density
Sfunction of additive noise, which is applied to observations be-
fore quantization, in those problems. First, optimal probability
density function of noise is formulated in terms of an average
Fisher information maximization problem. Then, it is proven
that optimal additive “noise” can be represented by a constant
signal level. This result, which means that randomization of ad-
ditive signal levels is not needed for average Fisher information
maximization, is supported with two numerical examples.

1. Giris

Giiriiltii, genellikle sistemlerin performansini olumsuz yonde
etkilese de bazi sistemlerin performansini artirabilmektedir [1]-
[3]. Giiriiltiiniin faydalar kipirtilandirma (“dithering’) kavrami
altinda, nicemlenmis sistemlerde de goriilmektedir ([4] ve
icindeki kaynaklar). [4] numarali ¢caligmadaki gibi, giiniimiizde
ek giiriiltiiniin olumlu katkis1 parametre kestirim problem-
lerinde de aragtirilmaktadir [S]-[7].

Nicemlenmis gozlemlerin kipirtilandirilmis oldugu bazi
giiriiltii ile gelistirilmis kestirim problemlerinde, kestiricilerin
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sonugurda (“asymptotical”) davraniglar1 ve ortalama hata kare
hesabinin bazi durumda zor olmasi, Cramer-Rao alt smirmi
performans artig Ol¢limii igcin uygun bir Olciit kilmaktadir.
Bu olgiite gore, nicemlenmis gozlemlere dayali giiriiltii ile
gelistirilmig kestirim problemlerinde performans artigi, nicem-
lenme araliklarinin optimallestirilmesiyle [8], kasten eklenilen
rastgele giiriiltii ile [9], sabit bir giiriiltiiniin kasten eklenilmesi
ile ayn1 etkiyi saglayan uygun bir nicemleyici esiginin secimiyle
[10], [12] ve girdi sinyalinde mevcut olan giirtiltii degisintisinin
uygun bir degere cekilmesiyle saglanabilmektedir [11], [12].

[9], [11] ve [12] numarali ¢aligmalarda, ek giiriiltiiniin
Fisher bilgisine katkilari arastirilmis olsa da, nicemlenmis
gozlemlere bagh kestirim problemlerinde ortalama Fisher bil-
gisinin en yiiksek degerine ulagmasini saglayan ek giiriiltiiniin
optimal olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmaya yonelik
bir calisma yapilmamistir.  [13] numarali ¢alismada ise
nicemlenmis gozlemlere bagli kestirim problemleri igin
Bayesian Cramer-Rao alt smirim1 en aza indirgeyen ek
giiriiltiiniin yapist incelenmigtir. Bu caligmadaki amag, bu tiir
problemlerde ortalama Fisher bilgisi olgiitiine gore en iyi ke-
stirim performansini saglayan ek giiriiltiiniin olasilik dagilimini
bulmaktir. Ortamala Fisher bilgisinin dl¢iit olarak alinmasinin
sebebi, Onsel olasiliga sahip bilinmeyen parametrelerin ke-
stiriminde, ortalama Fisher bilgisinin ortalama hata kareleri
icin alt sirt belirleyen onemli bir parametre olmasidir. Bu
makaledeki ortalama Fisher bilgisinin enbiiyiitiilmesi problemi,
nicemleyici fonksiyonu, ek giiriiltii olasilik yogunluk fonksiy-
onu ve asil (giiriiltii eklenmemis) gozlemin olasilik yogunluk
fonksiyonu cinsinden tanimlanmistir. Problemde kestirilmek
istenen parametre rastgele ve kestirici de yansiz olarak kabul
edilmigtir. Ayrica nicemleyici, ¢coklu seviyeli ve esikleri her
degeri alabilecek sekilde modellenmistir.

Makalenin ikinci boliimiinde problem tanimi sunulmak-
tadir. Ardindan iiclincii boliimde, ortalama Fisher bilgisini
enbiiyiiten optimal ek giiriiltiiniin tek noktada toplanmig bir
olasilik yogunluk fonksiyonu ile ifade edilebildigi, yani opti-
mal giiriiltiiniin sabit bir degere sahip oldugu, gosterilmektedir.
Bu sonug, nicemleyicinin esik degerlerinin kaydirilmasina denk
geldiginden ve farkli giiriiltii degerleri arasinda rastgelelestirme
gerektirmediginden, pratik uygulamalar icin avantajhidir. Bu
boliimden c¢ikan kuramsal sonuglar, makalenin son boliimiinde
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Sekil 1: Sistem modeli.

verilen, ek giiriiltliniin ortalama Fisher bilgisine katki sagladig1
ve saglamadig1 iki Ornek ile desteklenmektedir.

2. Problem Tanimi

Nicemlenmis x gozlemleri i¢inde barinan 6 rastgele parame-
tresini kestirme amacini tasiyan yansiz kestiricili bir sistem
ele alinmaktadir. x vektdriiniin olasilik dagilim pj (x) ile
ve nicelemleyici ¢(-) fonksiyonu ile ifade edilmektedir. Sis-
temin 6’y1 kestirme isabetini arttirmasi igin, nicemlenmeden
once x gozlemine x’ten bagimsiz, n vektorii ve pn(-) olasilik
yogunluk fonksiyonu ile ifade edilen bir giiriiltii eklenmekte ve
bu sekilde kestirici x yerine x 4+ n’nin nicemlenmig halini kul-
lanmaktadir. Buradaki problem, Sekil 1°deki gibi gosterilen
bu sistemde, kestirim basarisini en yiiksek seviyeye getirecek
giiriiltliniin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmaktir.

X + n’nin gectigi nicelemleyicinin M seviyeli oldugu
farzedilsin ve bu nicelemleyiciden ¢ikan giiriiltiilii gozlem y =
©(x + n) olarak tamimlansin. Burada y [y1 y2 -y,
x = [z122---21] Ve n [n1 ng---nr] seklindedir ve
nicelemleyici seviyeleri 71,72, ..., 7a—1 esikleriyle belirlen-
mektedir. Daha acik bir sekilde ifade etmek icin girdi ve ¢ikt1

arasindaki iligki, [ = 1,2,...,Li¢in, ¢ = 0,1,...,. M — 1,
To £ —o0o ve Tar £ 0o olmak iizere,
=1, Ti<xi+n <Tip1 (1)

ile gosterilmektedir. Burada x1,x2, ...,z gozlemlerinin ve
ni,n2,...,nr ek giriltilerin birbirinden bagimsiz oldugu
ama ¢zdes dagilimli olmayabileced1 varsayilmaktadir. Bu du-
rumda, y1, Y2, .. ., yr ¢iktilarinin birbirinden bagimsiz oldugu
diigiiniilebilir.

p;/’ (-), verilen bir 6 degerine gore ¢iktinin [’ninci
bileseninin olasilik kiitle fonksiyonunu ifade ettiginde, Den-
klem (1) kullanilarak ¢ = 0,1, ..., M — 1 icin

P(ri < X1+ Nt < Tig1)

E{Fexl (Tis1 = Ni) = Fy (7 —

Py (i)

P(ri —n < X; < 1ig1 —n) pN,(n) dn

Nl)}

sonucu elde edilir. Buradaki beklenti (“expectation”) islemi N,
tizerindendir ve FGX '(-), orijinal gozlemin {’ninci bileseni olan
X nin olasilik dagilim fonksiyonudur.

Bu c¢alismada sistemin kestirim basarisini optimize etmek
icin kullanilacak olgiit, ortalama Fisher bilgisidir. Bagka bir
deyisle, ortalama Fisher bilgisini enbiiyiiten optimal giiriiltii
dagiliminin bulunmasi1 hedeflenmektedir. Fisher bilgisi

J(6) =E { (aloggg(y)f}

olarak tanimhdir ve Cramer-Rao alt siniri, yansiz bir 0 kestiri-
cisiicin, E{(0(y) —0)?} > J(0) " seklinde ifade edilmektedir

(@)

3
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[14]. y ciktilarinin bilesenleri birbirinden bagimsiz olduklari
icin Denklem (3)’teki Fisher bilgisi

:XL:JYZ XL:E{(alogpg (yz)) } @

=1

3(0)

olarak ifade edebilir. Yi,...,Yr rastgele degiskenlerinin
bagimsiz 6zdesce dagilmig olmalart durumunda, Denklem (4)
Jo=L1J é/l haline indirgenir.

Bilinmeyen parametre 6’ nin 6nsel dagilimi w(6) ile ifade
edildiginde, ortalama Fisher bilgisi

J= / 3(0)w(0) do

seklinde hesaplanir. Burada A kiimesi, parametre uzayini
gostermektedir. Parametre hakkinda 6n bilgi bulunmadig1 du-
rumlarda, parametrenin A kiimesi iizerinde birbi¢imli (“uni-
form”) olarak dagildig1 varsayilirsa, Denklem (4) ve (5) kul-
lanilarak, optimal giiriiltiiniin olasilik yogunluk fonksiyonu
agagidaki problemle ifade edilebilir.

/ {(8logp9 (yz)) }de

©)

Denklem (6)’daki fonksiyonun yapisindan otiirii, optimizasyon
problemini ! = 1,...,L icin ayr ayn ¢6zmek miimkiindiir.
Diger bir ifadeyle, optimal giiriiltiiniin {’ninci bileseninin
olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi hesaplanabilir.

/E{<3logggy‘(yz)) }d@ o

1 =0,1,...,M — 1i¢in Y;’nin 7’ye esit olma olasilig1 p;/’ (7)
ile ifade edildiginden, Denklem (7)

2
/Ml (apm) o ®
=0 p;/l 90

seklinde ifade edilebilir. Eger Y1, ..., Y7 rastgele degiskenleri
bagimsiz 6zdesce dagilmiglarsa, yani [ ., L igin
pzjl (1) = pe (1) esitligi gecerli ise, Denklem (8)’de gecen op-
timizasyon problemleri 6zdestir ve orijinal gozlem x’in biitlin
bilesenlerine esit miktarda giiriiltii eklenmesi gerekir.

(&)

= arg max

opt
() N ()

PN

opt

P32 (n) = arg max

p, ()

opt
Pn, (R

(n) = arg max
N, ()

3. Optimal Giiriiltiiniin Istatistiksel Ozelligi

Ortalama Fisher bilgisini optimize eden giiriiltiiniin istatistiksel
ozelligini incelemek amaciyla

H7i(n) £ F) (ris1 —n) — ) (i — n) ©)
OFX (Tig1 — n) OFX (i —m)
6 A 9 i+1 0 [
(n) & — 10
Gl,l(n) o0 90 ( )
fonksiyonlart tanimlansin. (2) numarali ifadeden anlasilacagi

iizere, Hf ;(n) icin 0 < HY,(n) < 1,Vn ve Mot Hf;(n) =
1 gecerlidir. (9) ve (10)’daki tanimlara gore, (2)’deki olasilik
kiitle fonksiyonu ile bunun 6’ya gore tiirevi, p};l (%)
E{H,;(N,)} ve 9py'(i)/00 = E{Gy:(N;)} olarak ifade
edilebilir. O zaman Denklem (8)’deki optimizasyon problemi

(E{GL.(\M)})*
B(al, () "

M-1
opt /2:

Py, (1 1D

(n) = arg max
N, ()
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haline gelir. Denklem (11)’deki problemin ¢6ziimii i¢in ilk once
asagidaki onsav sunulmaktadir [13].

Onsav 1: Denklem (9) ve (10)’da tanimlanmig gercek
degerli fonksiyonlar, biitin 0’lar ve N;’nin muhtemel her
olasilik yogunluk fonksiyonu igin

M—1 (E{Gleﬂl(Nl)})2 M—1
> o < %

i=0

(Glez(n)) } (12)

esitsizligi gecerlidir.

Kamt: Z = [Z, Z»] icin f(Z) = Z}/Z> iki degiskenli bir
fonksiyon olsun. f(Z) nin Hessian matrisi
2/ 75 —271/73
Hy = [ 27,/73 27})73 a3

olarak hesaplanir. o = [a1 )™ ve Z2 > Oigin " Hpa =
2(a1Zo—a2Z1)?/Z35 > Oesitsizligi gecerli oldugundan, Z» >
0 i¢in f(Z)’nin digbiikey oldugu anlagilir. Bu nedenle agagidaki
Jensen esitsizligi gecerlidir.
z3
<EqJ—
<#{Z)

Z, & G?,i(Nl) ve Zo & Hﬁi(Nl) tanimlar yapilsin. (9)’daki
tanima gore Hﬁi(Nl) > 0, VN, 1,4,0 gecerli oldugundan,
(14)’teki esitsizlik, her pa, (+), 6 ve i igin,

< E{ (G?ﬂ(Nl))Q}

H lg,i (N l )
halini alir. Bu durumda biitiin ¢’ler i¢in (15) numarali esitsizlik
gecerli oldugundan dolayt, her py, (+) ve 6 igin

(B{Z1})*

VA (14)

(E{GY,(N)})
E{H],(N)}

(15)

_ 2 - 2
le (BGL DY _ le (GLa(M) 6)
— E{H,(N)} T\ & H(W)

sonucu ¢ikar. (16) numarali esitsizligin sag tarafi

maX{ZM L(GY,(n)?/HE (n )} ifadesinden  hicbir

zaman daha buyuk olamayacagindan otiirii 6nsavdaki sonuca
ulagtlir. [J

Onsav 1, py, (n) igin M5 % ile gosterilen
M 1 (6] ()2

H; 9 (V1)

ifadesininin en biiyiik degerini hicbir zaman a§amayacag1n1
gostermektedir. Baska bir deyigle, farkli giiriiltii degerleri
arasinda rastgelelestirme, (11) numarali ifadedeki fonksiyonu
daha yiiksek bir seviyeye ulastiramaz. Bu sonug ile asagidaki
onermeye varabilir.

Onerme 1: (11) numarali ifadede gecen optimal

giiriiltliniin olasilik yogunluk fonksiyonu,

Fisher bilgisinin, her giiriiltii degerine gére > ,_

M—-1 2

nyP* —argmax/ Z H9(nn) o a7
1,3

icin pc]’\,‘;t( n) = &(n — n{®") ile ifade edilebilir.
Kamt: Kanit igin [13] numarali ¢alismadakine benzer bir
yaklagim kullanilmaktadir. Her pn;, (-) igin gegerli olan (16)
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numarali esitsizlik ayni1 zamanda her 6 icin gecerli oldugundan,
pn, (+) igin asagidaki esitsizlik ¢ikarilabilmektedir:

)2
Ni)}

M—-1

Lx
<E{/M§Ggg }

Bu yiizden Denklem (11)’deki fonksiyonun en biiyiik degeri

(B{GY.(

R0 do

(18)

M—-1

le()/ Z
M-1
Nl)
< max E df
= o, () {/ Z H{’, Ny) }

olarak {istten sinirlidir.

E{G )
E{H{’ 0y ©

19)

(19) numarali ifadedeki iist sinir, en
2
{fA M ! M de} ifadesine

mY (n)
esitken ulagtigindan agagidaki sonug elde edilir.

(B{GL.(™\)})°

yiiksek degerine max

(B{GY(

o
E{H/,(N

M-1
max

le(>/Z 1)}
< max {/le (Gl (7;))2(19}

M—-1

-2

Burada n?pt, Denklem (17)’de tammlandig1 gibidir. (20) nu-
marali esitsizlikteki iist s, py,(n) = d(n — ny®") iken
ulasildigindan dolay1 6nermedeki sonuca varilir. [J

Onerme 1, ek giriiltiniin muhtemel biitiin olasilik
yogunluk fonksiyonlar i¢inde tek kiitle noktasiyla gosterilen
bir olasilik yogunluk fonksiyonunun, yani sabit bir giiriiltiiniin,
ortalama Fisher bilgisini enbiiyiittiigiinii belirtmektedir. Bu
yiizden gozleme optimal giiriiltiiyli eklemek, nicemleyicinin
esik degerlerini kaydirmak ile denktir. Bu da farkli giiriiltii
degerleri arasinda rastgelelestirme gerektirmediginden, basit bir
islemdir.

opt

do (20)

opt

4. Sayisal Sonuclar ve Yorumlar

Bir dnceki boliimde elde edilen sonuglar1 drneklendirmek iizere

2
1w38,0%) & eXP{—(Z?
Sekil 1°deki z gozleminin olasilik yogunluk fonksiyonu
po(z) = 0.5v(z; —p + 0,0%) + 0.5y(x; u + 0,0%) olarak
almsin. Bu durumda ¢ = 0,1,...,M — 1 icin sadece
tek gozlem bulundugundan, Denklem (9)’daki Hﬁ ;(n) yerine
H!(n) = F3(1iz1 — n) — F;* (1, — n) kullanilabilmektedir.
Burada F;“(z), X’in olasiik dagilim fonksiyonu olup,
Ff(x) = 05Q (7“”*‘”9) + 0. 5Q (=248 olarak
tanimlidir ve Q(a) = \/ﬂ [e ™ 5% gt Q-fonksiyonunu

ifade etmektedir. Ayrica HY(n) nin 0’ya gore tiirevi (10) nu-
marali tammda yer alan G (n)’yi vermektedir. Bunun diginda
bu ornekte kullanilan 4 seviyeli nicemleyici 71 = —1, 72 = 0
ve 73 = 1 esik degerlerine sahiptir ve 6 i¢in —2 ve 2 arasinda
birbigimli bir dagilim varsayilmigtir.

} fonksiyonu tanimlanip,
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Sekil 3: o’ya gore ortalama Fisher bilgisi degerleri.

Onerme 1’e gore optimal giiriiltii degerinin sabit bir deger
ile ifade edilebilmesi sayesinde, 0 = 0.3 iken u =0ve p =1
oldugu durumlarda ek giiriiltii degerine karsilik gelen ortalama
Fisher bilgisi Sekil 2’de gosterilmigtir. Bu orneklerde 1 = 0
durumu igin 4.447 degerini alan en biiyiik ortalama Fisher bil-
gisi, ek giiriiltli degeri sifirken gozlemlenmektedir. Kisacasi ek
giiriiltii ile ortalama Fisher bilgisi artmamaktadir. Buna kargin,
= 1 oldugunda 2.872 degerini alan en biiyiik ortalama Fisher
bilgisi n = £0.497 iken goriiliir. Bu da ek giiriiltiiniin ortalama
Fisher bilgisini gelistirdigini gostermektedir. Ek giiriiltiiniin ol-
madig1 durumda 2.769 degerini alan ortalama Fisher bilgisi, op-
timal giiriiltiiniin eklenmesiyle 2.872’ye ¢ikmugtir.

Ek giiriiltiiniin optimizasyon problemindeki olumlu etkisi,
bagka bir acidan Sekil 3’te de goriilmektedir. Burada o degisken
olarak alinmistir ve o’ya karsilik gelen ortalama Fisher bilgisi
grafikleri 4 = 1 i¢in ¢izilmistir. Yesil (diiz) egri optimal ek
giiriiltii ekliyken bulunan ortalama Fisher bilgisini, mavi (kesik)
egri de ortalama Fisher bilgisinin giiriiltii eklenmemig halini
gostermektedir. Bu sekilde goriildiigii iizere, o 0.8’den kiiciik
degerler aldiginda, nicemlenme 6ncesinde gozleme giiriiltii ek-
lemek kazang saglamaktadir.

Sonug olarak, Onerme 1’de agiklandig: iizere, optimal ek
giiriiltiiniin sabit bir sinyalle gosterilebilmesi sayesinde, nicem-
leyicinin esik degerlerini sabit bir deger ile kaydirarak, or-
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talama Fisher bilgisini enbiiyiitmek miimkiin olabilmektedir.
Bu sekilde, farkl giiriiltii bilesenlerini rastgelelestirmeye gerek
kalmadan, ortalama Fisher bilgisi tist sinira ¢ekilebilir. Bu da

pratik uygulamalar i¢in oldukc¢a kullanigl bir sonugtur.
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