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Ozetce —Optik sistemlerin ve sinyallerin serbestlik derecesini
uzam-siklik diizleminde (faz uzayinda) inceliyoruz. Dogrusal
kanonik doniisiimlerin uzam-siklik uzay ile olan iliskisi bu cals-
manin 6ziinii olusturmaktadir. Bu iliskiye dayanarak, cok sayida
acikhigi bulunan birinci dereceden optik sistemlerin serbestlik
derecesini nasil nicellestirebilecegimizi tartisacagiz, ve kayipsiz
gecis icin gereken Kkosullar1 ortaya koyacagiz. Dahasi, sinyallerin
serbestlik derecesinin uzam-sikhik dayanaklan ile iligkisini in-
celeyip, herhangi bir uzam-sikhik dayanagi olan bir sinyal i¢in
Nyquist-alti 6rnekleme yaklasimim getirecegiz. Bu sonuclar: optik
sistemlerin benzetimine uygulayacagiz.

Anahtar Kelimeler—optik sinyal igleme, serbestlik derecesi,
Nyquist ornekleme hizi, zaman-siklik analizi, uzam-siklik analizi,
dogrusal kanonik doniisiimler, kesirli Fourier doniigiimii

Abstract—We study the degrees of freedom of optical systems
and signals based on space-frequency (phase-space) analysis. At
the heart of this study is the relationship of the linear canonical
transform domains to the space-frequency plane. Based on this
relationship, we discuss how to explicitly quantify the degrees of
freedom of first-order optical systems with multiple apertures,
and give conditions for lossless transfer. Moreover, we focus
on the degrees of freedom of signals in relation to the space-
frequency support and provide a sub-Nyquist sampling approach
to represent signals with arbitrary space-frequency support.
Implications for simulating optical systems are also discussed.

Keywords—optical signal processing, degrees of freedom,
Nyquist sampling rate, time-frequency analysis, linear canonical
transformations, fractional Fourier transform

I. GIRIS

Higbir kisitlama olmaksizin birbirinden rastgele mesafel-
erle ayrilmis rastgele sayidaki ince merceklerden olugsan optik
sistemlere birinci dereceden optik sistemler diyoruz. Mate-
matiksel olarak bu sistemler dogrusal kanonik doniisiimler
(DKD) seklinde modellenebiliyor [1]-[14]. Bu tiir bir sistemin
ciktist fap(u), girdisi f(u) fonksiyonuna, B # 0 igin su
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sekilde baghdir [1], [2]:

) = (Cuf)(u) = /jo O (u, o) f(u') du’ (1)

1 ,
Cm(u,u') = B e~ im/dgim(Bu?

Burda Cpv, M = [A B; C D] matrisine sahip iiniter
DKD operatoriidiir (AD — BC' = 1). Arka arkaya birkag
optik sistemin birlestirilmesi durumunda, bu sistemlere ait
M matrisleri carpilarak, birlesik sistemin matrisi elde edilir.
DKD ailesi, Fourier ve kesirli Fourier doniigiimlerini, koordinat
Olceklenmesi gibi 6zel halleri i¢inde barindirir.

—2%uu/+§u/2). (2)

f (w) fonksiyonunun ainct kesirli Fourier doniisiimii (KFD)
fa(u) olarak gosterilir ve ¢oklukla su sekilde tammlanir [1]:

falu) = [ Ko (u,u') f(u") du, 3)

Ka(u7u’) = A¢> eiﬂ'(cot Pu?—2 csc puu’+cot d)u'Q)7 (4)
Ay =+/1—icotp, ¢=an/2. 5)

Bu tanim a # 27 igin gecerlidir. Doniisiim, a = 4 oldugunda
Kq(u,v') =0(u—u') ve a =45 £ 2 oldugunda K,(u,u’) =
5(u + u') olarak tammlanir.

Dogrusal kanonik doniisiimler, kesirli Fourier doniistimleri,
ve bunlarin optik ve sinyal islemeye uygulamalar1 hakkinda
daha fazla bilgi icin [1], [15]-[28] numarali referanslara
bakiniz.

Optikte serbestlik derecesi ve uzam-siklik analizinin uygu-
lanmasi ile ilgili daha fazla bilgi ve referanslar icin [29]-[44]
numarali referanslara bakiniz.

II. DOGRUSAL KANONIK DONUSUMLERIN
UZAM-SIKLIK DUZLEMINDE EGIK EKSENLERE
ESDEGERLIGI

anct dereceden kesirli Fourier doniisiimii tanim bol-
gelerinin, uzam-siklik diizleminde egik acili eksenlere karsi
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geldigi bilinmektedir [1], [45]. Yakin zamanda, DKD tanim
bolgelerinin, dlceklendirilmis KFD tanim bolgelerine esdeger
oldugu, dolayisiyla da egik acili eksenlere kars1 geldigi gos-
terilmigtir [46]. DKF ve KFD tamim bolgeleri arasindaki bu
esdegerlik, DKD’leri 6lceklendirilmis ve otiimle carpilmis bir
KFD olarak yazabilmemizin bir sonucudur. Carpma islemi bir
sinyalin tanim bolgesini degistiren bir islem olarak goriilmez,
ve Olceklendirme de bir tanim bdlgesini gorece Onemsiz
bir sekilde degistirir. Dolayisiyla, DKD’lerin gercek an-
lamda tanim bolgesi degisimine karst gelen kismu, iglerinde
barindirdiklart KFD’diir. Dogrusal kanonik doniisiime ugramis
sinyaller esas itibariyle 6l¢eklendirilmis KFD tanim bolgesinde
yasarlar, ki bu da uzam-siklik diizleminde egik aci yapan
eksenlere karg1 gelir.

DKD’lerin, KFD’leri ile bu g¢oktan-bire iligkisine daya-
narak, DKD tanim bolgelerini kesirli Fourier doniislimii
parametresi ile etiketleyebilir ve monotonik olarak siralayabil-
iriz. Oysa genel olarak, DKD’lerin sahip oldugu ii¢ parametre
nedeniyle dogal bir siralamasi yapilamayacagi diistintilmiistiir.
Bu sonug, DKD’ler tarafindan modellenmis optik sistemler
icin onemli sonuglar ifade eder. Bir optik sistemde herhangi
bir diizlemdeki optik alan, sistemin girigsindeki optik alanin
DKD’si olarak ifade edilebilir. Optik eksen tizerindeki her
noktayi, monotonik artan tek bir parametre ile iligkilendi-
rebilmek, 15181n optik sistemler i¢indeki evrimini cok daha
saydam bir gsekilde anlamamiza imkan tanir. Oysa obiir tiirlii,
151810 li¢ parametreli ve nasil siralanacagi belli olmayan tanim
bolgelerinden gectigini diisiinmek cok daha kafa karistiric1 ve
yorum yapmast zor bir bakis acisidir. Burada sundugumuz
bakis agis1 optik sistemlerin DKD olarak modellenmesi ile
KFD olarak modellenmesi arasinda bir koprii de kurmaktadir.

III. UZAM-SIKLIK BANT CARPIMININ BIR
GENELLEMESI OLARAK CIFT KANONIK BANT
CARPIMI

Eger bir sinyal seti herhangi iki DKD tanim bolgesinde
sonlu araliklara sinirh ise, uzam-siklik dayanagi da bir par-
alelkenar seklinde olacaktir (Sekil 1). Bu sinyal setinin serbest-
lik derecesi, bu paralelkenarin alami tarafindan verilir, ki bu
da daha agagida tanimlayacagimiz cift kanonik bant ¢arpimina
esittir, fakat geleneksel uzam-siklik bant carptminindan kiigtik-
tiir.

Geleneksel uzam-siklik bant ¢arpimi, enerjileri belli uzam
ve siklik araliklarma sinirlanmig biitiin sinyaller icinde iste-
digimiz sinyali belirtmek i¢in ihtiyag¢ duydugumuz en az
sayidaki ornek sayisina esittir. Yaklagik olarak uzam ve siklik
bantlariyla sinirl bir sinyali belirtmek i¢in ihtiyag duydugumuz
en az sayidaki ornek, ayn1 zamanda sinyal setinin serbestlik
derecesine kargt gelir. Daha genel olarak, serbestlik derecesi,
seklinden bagimsiz olarak uzam-siklik dayanaginin alanina
esittir [41]. Uzam-siklik dayanagi eksenlere dik bir dikdortgen
seklinde degilse, gercek serbestlik derecesi, uzam-siklik bant
carpimindan daha kiiciik olacaktir. Oyleyse, eger iki ayr1t DKD
tanim kiimesine sinirlt bir sinyal kiimesi ile ilgileniyorsak, ¢ift
kanonik bant ¢carpimu, sinyal setinin serbestlik derecesinin daha
1yi bir olciisii olacaktir. Bu bize sinyalleri daha az sayida 6rnek
ile temsil etme ve isleme imkani sunar.
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Sekil 1: Iki DKD tanmim bélgesinde sonlu dayanaklar tanim-
landi1g1 durumdaki uzam-siklik (faz uzay1) dayanagi. Paralelke-
narin alani Aung, Aum, |51 2| ifadesine esittir. Burda Aupn,
ve Aupng, sinyalin DKD tamim bolgelerindeki uzamlaridur,
M, ve M; baglantihi olcekler, ve ;2 bu iki tanim kiimesi
arasindaki parametredir [46].

IV. SERBESTLIK DERECESI VE VERIMLI SINYAL
TEMSILI

Shannon-Nyquist yaklagiminin, rasgele sekle sahip bir
uzam-siklik dayanagina uygulanmasi, o seklin eksenlere dik
bir dikdortgen icine alinmasina karsihk gelir. Ornek sayisi,
dikdortgenin alami tarafindan verilir ve uzam-siklik bant
carpimina esittir. Bu sayi, gergek uzam-siklik dayanaginin
alanindan ve sinyalin gercek serbestlik derecesinden oldukga
biiyiik olabilir. Oyleyse, sinyallerin eksenlere dik, dikdortgen
uzam-siklik dayanagina sahip olmadigi durumlarda, uzam-
siklik bant carpimi sinyallerin gergek serbestlik derecesini
oldugundan biiyiik gosterir. Oysa bu sinyalleri daha az sayida
ornek ile temsil etmek miimkiindiir. Coklukla, ger¢ek uzam-
siklik dayanagini, bir dikdortgendense, bir paralelkenarin icine
almak daha verimlidir. Bu durumda, ¢ift kanonik bant ¢arpimi,
sinyalin gercek serbestlik derecesini daha iyi temsil eder, ve
boylece biz de sinyali Shannon-Nyquist 6rnekleme teoreminin
ongordiigiinden daha az oOrnekle temsil edebiliriz. Bu yak-
lagim, basit bir geometrik probleme indirgenebilir, dyle ki
amacimiz verilmis bir uzam-siklik dayanagini icine alan en
kiiclik paralelkenart bulmaktir (6rnek olarak bakimiz Sekil 2).
Paralelkenarin alanmi bize ihtiyacimiz olan 6rnek sayisini verir
ve sinyali geri kazanmak i¢in DKD aradegerleme formiiliinti
kullanabiliriz [47], [48]:

f(u) = dulcsc d| Aupng p—imeot é u’
X Z f(n 6u) sinc(csc ¢ Aung(u — n du))e!™ <ot ¢ 0 (6)

n—=—oo

V. OPTIK SISTEMLERIN SERBESTLIK DERECESI
VE SIMULASYONU

Onceki boliimde verilen kavramlari kullanarak, herhangi
sayida mercek ve acikliktan olusan optik sistemlerin uzam-
siklik (faz uzayi) penceresini bulabiliriz [50]. Eger, sis-
teme giren sinyallerin uzam-siklik dayanagi tamamiyle bu
pencerenin icinde kaliyorsa, sinyal bilgi kaybina ugramadan
sistemden gececektir (Sekil 3). Boyle olmadifinda ise,
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Sekil 2: En kiigiik i¢ine-alan paralelkenar (diiz ¢izgi) ve
icine-alan dikdortgen (kesik ¢izgi) gosterilmistir. Her iki du-
rumda da sinyalin uzam tanim bolgesinin ¢’de orneklendigi
varsaytlmigtir. Gri renkli bolge, uzam-siklik dayanagidir [10],
[49].

pencerenin i¢inde kalan kisimlar gegecek, disinda kalan kisim-
lar engellenecektir (Sekil 4). Bu sonug, pratikte karsilagilabile-
cek sistemlerin ¢ogu igin, oldukca iyi bir yaklagimla dogrudur.
Ayrica, sistemden gegebilecek en biiyiik serbestlik derecesi,
pencerenin alanina esittir. Bu sonuclara sahip oldugumuzda,
¢ok sayida agikligi bulunan optik sistemlerin davranisi ve
tasariminda oldukga i¢gdrii sahibi olabiliriz. Bu sonuglar, bilgi
kaybini en aza indiren sistemler tasarlamamiza yardimeci olur.
Bu yaklagimin bir avantaji, analiz ve tasarim asamalarinda,
sinyallerle ilgili varsayimlar gerektirmemesidir, ¢linkii sistem
penceresi kavrami, sisteme girecek sinyallerden bagimsizdir.
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Sekil 3: Sinyal dayanagi tamamen sistem penceresi i¢inde yer
aldig1 i¢in bilgi kaybr yoktur [50].

Fiziksel sistemlerin sadece sonlu sayida serbestlik dere-
cesini tastyabilmeleri, sinyaller iistiindeki etkilerin ayrik sis-
temlerle benzetimine olanak tanir. Yakin zaman 6nce yapilan
caligmalar [51], [52] gostermistir ki eger ornek sayist N,
mubhattap oldugumuz sinyallerin ¢ift kanonik bant ¢arpimina
esit veya daha biiyiik segilirse, ayrik DKD (ADKD) kullanarak
stirekli DKD’e oldukca iyi bir sekilde yaklagilabilir. Burdaki
tek sinirlama, higbir sinyalin birden fazla tanim bolgesinde
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Sekil 4: Sinyalin sistem penceresi i¢inde kalan kisimlar1 gece-
cek, disinda kalan kisimlari engellenecektir [50].

sonlu bir aralifa tamamen sinirli olamayisini 6ngoren temel
matematiksel ozelliktir. Ayrik ve siirekli DKD’ler arasindaki
kesin iligki sozkonusu yaklasimin kalitesini gosterir ve N
arttikca nasil iyilestiini ortaya koyar. Bu sonucun grafik
gosterimi [53] tarafindan verilmisgtir.

Simdi, optik sistemlerin benzetimini nasil yapacagimizdan
s0z edelim. Diyelim ki giren sinyalin uzam-siklik dayanagini
biliyoruz. Gereken ornek sayist bu dayanagin etrafina bir
paralelkenar yerlestirerek bulunabilir. Paralelkenarin kargilikli
kenarlar1 giris tamim kiimesi olan ¢ eksenine dik olmali, diger
iki kenar1 da ¢ikig DKD tanim kiimesine dik olmalidir. Bula-
bildigimiz en kiiclik alanli paralelkenarin alani, bize ihtiyac
duyulan o6rnek sayisini verir. Bu ornek sayist ile ¢ikigtaki
sinyalin orneklerini, giristeki sinyalin orneklerinin DKD’{inii
alarak bulabiliriz.
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