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Özetçe —Optik sistemlerin ve sinyallerin serbestlik derecesini
uzam-sıklık düzleminde (faz uzayında) inceliyoruz. Doğrusal
kanonik dönüşümlerin uzam-sıklık uzayı ile olan ilişkisi bu çalış-
manın özünü oluşturmaktadır. Bu ilişkiye dayanarak, çok sayıda
açıklığı bulunan birinci dereceden optik sistemlerin serbestlik
derecesini nasıl nicelleştirebileceğimizi tartışacağız, ve kayıpsız
geçiş için gereken koşulları ortaya koyacağız. Dahası, sinyallerin
serbestlik derecesinin uzam-sıklık dayanakları ile ilişkisini in-
celeyip, herhangi bir uzam-sıklık dayanağı olan bir sinyal için
Nyquist-altı örnekleme yaklaşımını getireceğiz. Bu sonuçları optik
sistemlerin benzetimine uygulayacağız.

Anahtar Kelimeler—optik sinyal işleme, serbestlik derecesi,
Nyquist örnekleme hızı, zaman-sıklık analizi, uzam-sıklık analizi,
doğrusal kanonik dönüşümler, kesirli Fourier dönüşümü

Abstract—We study the degrees of freedom of optical systems
and signals based on space-frequency (phase-space) analysis. At
the heart of this study is the relationship of the linear canonical
transform domains to the space-frequency plane. Based on this
relationship, we discuss how to explicitly quantify the degrees of
freedom of first-order optical systems with multiple apertures,
and give conditions for lossless transfer. Moreover, we focus
on the degrees of freedom of signals in relation to the space-
frequency support and provide a sub-Nyquist sampling approach
to represent signals with arbitrary space-frequency support.
Implications for simulating optical systems are also discussed.

Keywords—optical signal processing, degrees of freedom,
Nyquist sampling rate, time-frequency analysis, linear canonical
transformations, fractional Fourier transform

I. GİRİŞ

Hiçbir kısıtlama olmaksızın birbirinden rastgele mesafel-
erle ayrılmış rastgele sayıdaki ince merceklerden oluşan optik
sistemlere birinci dereceden optik sistemler diyoruz. Mate-
matiksel olarak bu sistemler doğrusal kanonik dönüşümler
(DKD) şeklinde modellenebiliyor [1]–[14]. Bu tür bir sistemin
çıktısı fM(u), girdisi f(u) fonksiyonuna, B �= 0 için şu

şekilde bağlıdır [1], [2]:

fM(u) ≡ (CMf)(u) ≡
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∞
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Burda CM, M = [A B; C D] matrisine sahip üniter
DKD operatörüdür (AD − BC = 1). Arka arkaya birkaç
optik sistemin birleştirilmesi durumunda, bu sistemlere ait
M matrisleri çarpılarak, birleşik sistemin matrisi elde edilir.
DKD ailesi, Fourier ve kesirli Fourier dönüşümlerini, koordinat
ölçeklenmesi gibi özel halleri içinde barındırır.

f(u) fonksiyonunun aıncı kesirli Fourier dönüşümü (KFD)
fa(u) olarak gösterilir ve çoklukla şu şekilde tanımlanır [1]:

fa(u) ≡

∫
∞

−∞

Ka(u, u
′)f(u′) du′, (3)

Ka(u, u
′) ≡ Aφ e

iπ(cotφu2
−2 cscφuu′+cotφu′2), (4)

Aφ =
√

1− i cotφ, φ = aπ/2. (5)

Bu tanım a �= 2j için geçerlidir. Dönüşüm, a = 4j olduğunda
Ka(u, u

′) = δ(u− u′) ve a = 4j ± 2 olduğunda Ka(u, u
′) =

δ(u+ u′) olarak tanımlanır.

Doğrusal kanonik dönüşümler, kesirli Fourier dönüşümleri,
ve bunların optik ve sinyal işlemeye uygulamaları hakkında
daha fazla bilgi için [1], [15]–[28] numaralı referanslara
bakınız.

Optikte serbestlik derecesi ve uzam-sıklık analizinin uygu-
lanmasi ile ilgili daha fazla bilgi ve referanslar için [29]–[44]
numaralı referanslara bakınız.

II. DOĞRUSAL KANONİK DÖNÜŞÜMLERİN
UZAM-SIKLIK DÜZLEMİNDE EĞİK EKSENLERE

EŞDEĞERLİĞİ

aıncı dereceden kesirli Fourier dönüşümü tanım böl-
gelerinin, uzam-sıklık düzleminde eğik acılı eksenlere karşı978-1-4799-4874-1/14/$31.00 c©2014 IEEE
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geldiği bilinmektedir [1], [45]. Yakın zamanda, DKD tanım
bölgelerinin, ölçeklendirilmiş KFD tanım bölgelerine eşdeğer
olduğu, dolayısıyla da eğik açılı eksenlere karşı geldiği gös-
terilmiştir [46]. DKF ve KFD tanım bölgeleri arasındaki bu
eşdeğerlik, DKD’leri ölçeklendirilmiş ve ötümle çarpılmış bir
KFD olarak yazabilmemizin bir sonucudur. Çarpma işlemi bir
sinyalin tanım bölgesini değiştiren bir işlem olarak görülmez,
ve ölçeklendirme de bir tanım bölgesini görece önemsiz
bir şekilde değiştirir. Dolayısıyla, DKD’lerin gerçek an-
lamda tanım bölgesi değişimine karşı gelen kısmı, içlerinde
barındırdıkları KFD’dür. Doğrusal kanonik dönüşüme uğramış
sinyaller esas itibariyle ölçeklendirilmiş KFD tanım bölgesinde
yaşarlar, ki bu da uzam-sıklık düzleminde eğik acı yapan
eksenlere karşı gelir.

DKD’lerin, KFD’leri ile bu çoktan-bire ilişkisine daya-
narak, DKD tanım bolgelerini kesirli Fourier dönüşümü
parametresi ile etiketleyebilir ve monotonik olarak sıralayabil-
iriz. Oysa genel olarak, DKD’lerin sahip olduğu üç parametre
nedeniyle doğal bir sıralaması yapılamayacağı düşünülmüştür.
Bu sonuç, DKD’ler tarafından modellenmiş optik sistemler
için önemli sonuçlar ifade eder. Bir optik sistemde herhangi
bir düzlemdeki optik alan, sistemin girişindeki optik alanın
DKD’si olarak ifade edilebilir. Optik eksen üzerindeki her
noktayı, monotonik artan tek bir parametre ile ilişkilendi-
rebilmek, ışığın optik sistemler içindeki evrimini çok daha
saydam bir şekilde anlamamıza imkan tanır. Oysa öbür türlü,
ışığın üç parametreli ve nasıl sıralanacağı belli olmayan tanım
bölgelerinden geçtiğini düşünmek çok daha kafa karıştırıcı ve
yorum yapması zor bir bakış açısıdır. Burada sunduğumuz
bakış açısı optik sistemlerin DKD olarak modellenmesi ile
KFD olarak modellenmesi arasında bir köprü de kurmaktadır.

III. UZAM-SIKLIK BANT ÇARPIMININ BİR
GENELLEMESİ OLARAK CIFT KANONİK BANT

CARPIMI

Eğer bir sinyal seti herhangi iki DKD tanım bölgesinde
sonlu aralıklara sınırlı ise, uzam-sıklık dayanağı da bir par-
alelkenar şeklinde olacaktır (Şekil 1). Bu sinyal setinin serbest-
lik derecesi, bu paralelkenarın alanı tarafından verilir, ki bu
da daha aşağıda tanımlayacağımız çift kanonik bant çarpımına
eşittir, fakat geleneksel uzam-sıklık bant çarpımınından küçük-
tür.

Geleneksel uzam-sıklık bant çarpımı, enerjileri belli uzam
ve sıklık aralıklarına sınırlanmış bütün sinyaller içinde iste-
diğimiz sinyali belirtmek için ihtiyaç duyduğumuz en az
sayıdaki örnek sayısına eşittir. Yaklaşık olarak uzam ve sıklık
bantlarıyla sınırlı bir sinyali belirtmek için ihtiyaç duyduğumuz
en az sayıdaki örnek, aynı zamanda sinyal setinin serbestlik
derecesine karşı gelir. Daha genel olarak, serbestlik derecesi,
şeklinden bağımsız olarak uzam-sıklık dayanağının alanına
eşittir [41]. Uzam-sıklık dayanağı eksenlere dik bir dikdörtgen
şeklinde değilse, gerçek serbestlik derecesi, uzam-sıklık bant
çarpımından daha küçük olacaktır. Öyleyse, eğer iki ayrı DKD
tanım kümesine sınırlı bir sinyal kümesi ile ilgileniyorsak, çift
kanonik bant çarpımı, sinyal setinin serbestlik derecesinin daha
iyi bir ölçüsü olacaktır. Bu bize sinyalleri daha az sayıda örnek
ile temsil etme ve işleme imkanı sunar.

μ

u

ua1

ua2

ΔuT1

M1

ΔuT2

M2

Şekil 1: İki DKD tanım bölgesinde sonlu dayanaklar tanım-
landığı durumdaki uzam-sıklık (faz uzayı) dayanağı. Paralelke-
narın alanı ΔuM1

ΔuM2
|β1,2| ifadesine eşittir. Burda ΔuM1

ve ΔuM2
sinyalin DKD tanım bölgelerindeki uzamlarıdır,

M1 ve M2 bağlantılı ölçekler, ve β1,2 bu iki tanım kümesi
arasındaki parametredir [46].

IV. SERBESTLİK DERECESİ VE VERİMLİ SİNYAL
TEMSİLİ

Shannon-Nyquist yaklaşımının, rasgele şekle sahip bir
uzam-sıklık dayanağına uygulanması, o şeklin eksenlere dik
bir dikdörtgen içine alınmasına karşılık gelir. Örnek sayısı,
dikdörtgenin alanı tarafından verilir ve uzam-sıklık bant
çarpımına eşittir. Bu sayı, gerçek uzam-sıklık dayanağının
alanından ve sinyalin gerçek serbestlik derecesinden oldukça
büyük olabilir. Öyleyse, sinyallerin eksenlere dik, dikdörtgen
uzam-sıklık dayanağına sahip olmadığı durumlarda, uzam-
sıklık bant çarpımı sinyallerin gerçek serbestlik derecesini
olduğundan büyük gösterir. Oysa bu sinyalleri daha az sayıda
örnek ile temsil etmek mümkündür. Çoklukla, gerçek uzam-
sıklık dayanağını, bir dikdörtgendense, bir paralelkenarin içine
almak daha verimlidir. Bu durumda, çift kanonik bant çarpımı,
sinyalin gerçek serbestlik derecesini daha iyi temsil eder, ve
böylece biz de sinyali Shannon-Nyquist örnekleme teoreminin
öngördüğünden daha az örnekle temsil edebiliriz. Bu yak-
laşım, basit bir geometrik probleme indirgenebilir, öyle ki
amacımız verilmiş bir uzam-sıklık dayanağını içine alan en
küçük paralelkenarı bulmaktır (örnek olarak bakınız Şekil 2).
Paralelkenarın alanı bize ihtiyacımız olan örnek sayısını verir
ve sinyali geri kazanmak için DKD aradeğerleme formülünü
kullanabiliriz [47], [48]:

f(u) = δu | cscφ|ΔuM e−iπ cotφ u2

×

∞∑
n=−∞

f(n δu) sinc(cscφΔuM(u− n δu))eiπ cotφ (n δu)2 . (6)

V. OPTİK SİSTEMLERİN SERBESTLİK DERECESİ
VE SİMÜLASYONU

Önceki bölümde verilen kavramları kullanarak, herhangi
sayıda mercek ve açıklıktan oluşan optik sistemlerin uzam-
sıklık (faz uzayı) penceresini bulabiliriz [50]. Eğer, sis-
teme giren sinyallerin uzam-sıklık dayanağı tamamiyle bu
pencerenin içinde kalıyorsa, sinyal bilgi kaybına uğramadan
sistemden geçecektir (Şekil 3). Böyle olmadığında ise,
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Şekil 2: En küçük içine-alan paralelkenar (düz çizgi) ve
içine-alan dikdörtgen (kesik çizgi) gösterilmiştir. Her iki du-
rumda da sinyalin uzam tanım bölgesinin t’de örneklendiği
varsayılmıştır. Gri renkli bölge, uzam-sıklık dayanağıdır [10],
[49].

pencerenin içinde kalan kısımlar geçecek, dışında kalan kısım-
lar engellenecektir (Şekil 4). Bu sonuç, pratikte karşılaşılabile-
cek sistemlerin çoğu için, oldukça iyi bir yaklaşımla doğrudur.
Ayrıca, sistemden geçebilecek en büyük serbestlik derecesi,
pencerenin alanına eşittir. Bu sonuçlara sahip olduğumuzda,
çok sayıda açıklığı bulunan optik sistemlerin davranışı ve
tasarımında oldukça içgörü sahibi olabiliriz. Bu sonuçlar, bilgi
kaybını en aza indiren sistemler tasarlamamıza yardımcı olur.
Bu yaklaşımın bir avantajı, analiz ve tasarım aşamalarında,
sinyallerle ilgili varsayımlar gerektirmemesidir, çünkü sistem
penceresi kavramı, sisteme girecek sinyallerden bağımsızdır.

Şekil 3: Sinyal dayanağı tamamen sistem penceresi içinde yer
aldığı için bilgi kaybı yoktur [50].

Fiziksel sistemlerin sadece sonlu sayıda serbestlik dere-
cesini taşıyabilmeleri, sinyaller üstündeki etkilerin ayrık sis-
temlerle benzetimine olanak tanır. Yakın zaman önce yapılan
çalışmalar [51], [52] göstermiştir ki eğer örnek sayısı N ,
muhattap olduğumuz sinyallerin çift kanonik bant çarpımına
eşit veya daha büyük seçilirse, ayrık DKD (ADKD) kullanarak
sürekli DKD’e oldukça iyi bir şekilde yaklaşılabilir. Burdaki
tek sınırlama, hiçbir sinyalin birden fazla tanım bölgesinde

Şekil 4: Sinyalin sistem penceresi içinde kalan kısımları geçe-
cek, dışında kalan kısımları engellenecektir [50].

sonlu bir aralığa tamamen sınırlı olamayışını öngören temel
matematiksel özelliktir. Ayrık ve sürekli DKD’ler arasındaki
kesin ilişki sözkonusu yaklaşımın kalitesini gösterir ve N
arttıkça nasıl iyileştiğini ortaya koyar. Bu sonucun grafik
gösterimi [53] tarafından verilmiştir.

Şimdi, optik sistemlerin benzetimini nasıl yapacağımızdan
söz edelim. Diyelim ki giren sinyalin uzam-sıklık dayanağını
biliyoruz. Gereken örnek sayısı bu dayanağın etrafına bir
paralelkenar yerleştirerek bulunabilir. Paralelkenarın karşılıklı
kenarları giriş tanım kümesi olan t eksenine dik olmalı, diğer
iki kenarı da çıkış DKD tanım kümesine dik olmalıdır. Bula-
bildiğimiz en küçük alanlı paralelkenarın alanı, bize ihtiyaç
duyulan örnek sayısını verir. Bu örnek sayısı ile çıkıştaki
sinyalin örneklerini, girişteki sinyalin örneklerinin DKD’ünü
alarak bulabiliriz.
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